Robin J. Wilson

WPROWADZENIE
DO TEORII
GRAFOW

7 jezvka angielskiego przetozyl
Wojciech Guzicki

Wydanie drugie

e\;

WYDAWNICTWO NAUKOWE PWN
WARSZAWA 2007



Dane oryginatu

Introduction 1o Graph Theory
Robin J. Wilson
Fourth edition

© Robin Wilson 1972, 1996

Tlhis ranslation of Inrrodiction 1o Graph Theory, Fourth Edition is published by arrangement
with Addison Wesley Longman Limited. London, ¢

Projekt okladki i stron tytutowvch Malgorzata Podziomek

Redakior Agnieszka Grabarczyk

Redaktor techniczny Beata Stelegowska

Korekta Malgorzata Kopczynska

Copyright @ for the Polish edition by
Wydawnictwo Naukowe PWN SA
Warszawa 1993

ISBN 978-83-01-15066-2

Wydawnictwo Naukowe PWN 5S4
00-251 Warszawa, ul. Miodowa 10
tel. 022 69 54 321

faks 022 69 54 031

e-mail: pwn@ pwn.com pi

www pwi.pl

Wydawnictwo Naukowe PWIN SA

Wydanie drugic, 3 dodruk

Arkuszy drukarskich 14

Druk ukonczono w stycznin 2007 r,

Druk i oprawa: Wroctawska Drukarnia Nankowa PAN
im. St. Kulezynskiego Sp.z 0.0.



Przedmowa do nowego wydania

Spis tresci

Wykaz oznaczen

1.

o

Wprowadzenie

1. Co to jest graf?

. Definicje i przyklady

2. Definicje
3. Przyklady
4. Trzy tamigiéwki

Drogi i cykle

5. Spdjnosc . i 3

6. Grafy eulerowskie

7. Grafy hamiltonowskie
8. Kilka algorytmoéw

Drzewa

9. Wilasnosci drzew
10. Zliczanie drzew
11. Dalsze zastosowania .

. Planarnoéé .

12. Grafy planarne

13. Twierdzenie Eulera i
14. Grafy na innych powierzchniach
15. Grafy dualne

16. Grafy nieskoriczone

. Kolorowanie graféw

17. Kolorowanie wierzchotkéw
18. Twierdzenie Brooksa

19. Kolorowanie map .

20. Kolorowanie krawedzi

21. Wielomiany chromatyczne

T

9

11
2

19

19
29
35

41

41
47
53
56

63

63
68
74

82

82
89
95
29
105

110

110
117
119
125
130

7. Digrafy

22. Definicje o o W W W
23. Digrafy eulerowskie i turnieje
24. Lancuchy Markowa

8. Skojarzenia, malzenstwa
i twierdzenie Mengera

25. Twierdzenie Halla o kojarzeniu
malzenstw .

26. Teoria transwersal 3

27. Zastosowania twierdzenia Halla

28. Twierdzenie Mengera

29. Przeplywy w sieciach

9. Matroidy

30. Wprowadzenie do matroidow
31. Przyklady matroidéw

32. Matroidy i grafy

33. Matroidy i transwersale

Dodatek

Bibliografia .

Rozwigzania wybranych éwiczen .

Skorowidz

135

135
141
146

151

151
155
159
163
169

176
176
180
185
191
196
197
200

220

Dalej moja ksigzeczko! podgzaj swg drogq!
Dalej, by radowaé szlachetnych i dobrych!

WiLLiaAM WORDSWORTH



Przedmowa do nowego wydania

W ostatnich latach teoria graféw ugruntowala swoja pozycje jako wazne narzedzie
matematyczne w wielu réznych dziedzinach, od rachunku operacyjnego i chemii
po genetyke i lingwistyke oraz od elektroniki i geografii po socjologie i archi-
tekture. Jednoczesnie okazala sie dyscyplina matematyczna warta samodzielnych
badan.

Dlatego tez potrzebny jest niedrogi i przystepny podrecznik, odpowiedni za-
rowno dla matematykéw uczeszczajacych na wyklady z teorii graféw, jak i dla
niespecjalistéw pragnacych poznaé te dyscypline mozliwie szybko. Mam nadzieje,
ze ta ksiazka w jakims$ stopniu spelni te oczekiwania. Do zrozumienia tej ksiazki
potrzebna jest jedynie podstawowa znajomos¢ elementarnej teorii mnogosci oraz
algebry macierzy, chociaz do rozwigzania niektérych trudniejszych ¢wiczen moze
by¢ potrzebna glebsza znajomos¢ algebry abstrakcyjnej.

Tres¢ tej ksiazki dzieli sie w naturalny sposéb na cztery czesci. Pierwsza
(rozdzialy 1-4) dostarcza materialu na wyklad wstepny: podstawowe definicje
i przyklady graféw, spdjnosé, drogi i cykle Eulera i Hamiltona oraz drzewa. Po
niej nastepuje druga czes¢ (rozdzialy 5 i 6), w ktérej oméwione sa planarnosé
i kolorowanie, ze szczegélnym uwzglednieniem twierdzenia o czterech barwach.
Trzecia cze$¢ (rozdzialy 7 i 8) dotyczy teorii graféw skierowanych i teorii trans-
wersal oraz zastosowania ich do analizy drég krytycznych, laicuchéw Markowa
i przeplywéw w sieciach. Ksiazka konczy sie rozdzialem poswieconym matroidom
(rozdziat 9), ktéry wiaze razem material z poprzednich rozdzialéw i wprowadza
pewne najnowsze osiagniecia.

W calej ksiazce staratem sie ograniczy¢ przedstawiany materiat do najbardziej
podstawowego, wykorzystujac ¢wiczenia do wprowadzenia tresci o mniejszym zna-
czeniu. Cze$¢ sposréd 250 ¢wiczen to przyklady rutynowe, ktérych celem jest
sprawdzenie, czy wyklad zostal dobrze zrozumiany, inne pokazuja Czytelnikowi
nowe wyniki i pomysly. Czytelnik powinien przeczytac kazde ¢wiczenie, niezalez-
nie od tego, czy bedzie je szczegélowo wykonywal, czy nie. Cwiczenia trudniejsze
sa oznaczone gwiazdka.

Uzywalem symbolu m do oznaczenia konca dowodu, a pisma pdélgrubego do
wyréznienia definicji. Liczbe elementéw zbioru S oznaczalem symbolem |S|, a
zbiér pusty symbolem 0.



8 Przedmowa do nowego wydania

W tym wydaniu ksigzki wprowadzilem znaczne zmiany. Caly tekst ponownie
przejrzalem i pewne okre$lenia zmienilem na uzywane obecnie. Ponadto dodalem
rozwigzania niektérych éwiczen; te éwiczenia sa oznaczone symbolem "obok nu-
meru. Pewne zmiany sa wynikiem uwag zgtoszonych przez wiele oséb i chciatbym
skorzystac¢ z okazji, by podziekowac¢ im za te cenne wskazowki.

Wreszcie chee wyrazi¢ wdzigcznos$¢ moim bylym studentom, dzieki ktérym ta
ksiazka nie zostala ukoniczona rok wczeéniej, oraz Panu Williamowi Szekspirowi
i innym osobom za ich celne i dowcipne uwagi na poczatku kazdego rozdziatu;
przede wszystkim jednak chcialbym podziekowaé mojej zonie Joy za wiele rzeczy,
ktére nie maja nic wspélnego z teoria grafow.

R.J. W.

Maj 1995 r.
The Open University



Wykaz oznaczen

Mam krotkg liste.

W. S. GILBERT

A(D)

Cn
cr(@)

deg(v)

(G)

QA m>SMm

G(W,Va)

Kr,s.t
L(G)

m

M

M*

M.A
Mx A
M(G)
M(Sy,...

macierz sasiedztwa

zbiér tukéw digrafu D
baza matroidu M

graf cykliczny

liczba przecie¢ grafu G
digraf

stopien wierzchotka v
niepusty zbidr skonczony
zbiér krawedzi grafu G
liczba $cian

matroid Fano

genus

graf

dopelnienie grafu G

graf dualny grafu G

graf dwudzielny

suma graféw

zbidr niezalezny matroidu
M

liczba sktadowych

graf pelny

pelny graf dwudzielny
pelny graf tréjdzielny
graf krawedziowy grafu G
liczba krawedzi

matroid

matroid dualny
sciagniecie matroidu
ograniczenie matroidu
matroid cykliczny

, Sm) matroid transwersalny

Nn
Pg(K)

liczba wierzchotkéw

graf pusty

wielomian chromatyczny
grafu G

graf liniowy

k-kostka

funkcja rzedu matroidu M
funkcja rzedu matroidu
M*

gruboé¢ grafu G

drzewo

wierzchotki grafu G

trasa

zbidér wierzchotkéw digrafu
D

zbidér wierzchotkéw grafu
G

podprzestrzen cykli grafu
G

podprzestrzen rozciec
grafu G

koto

kolory

liczba cyklomatyczna
grafu G

grupa automorfizméw
grafu G

najwiekszy stopien wierz-
chotka grafu G

spojnosé (wierzchotkowa)

grafu G



sp6jnoséé¢ krawedziowa grafu
G

rzad rozciecia (rzad spdéjno-
ci) grafu G

liczba chromatyczna grafu G

-

Ny ame

Wykaz oznaczen

indeks chromatyczny grafu G
bazy matroidu M

cykle matroidu M

rodzina podzbioréw

zbiory niezalezne matroidu M



Rozdziat
Wprowadzenie

Ostatnig rzeczq, jakg si¢ odkrywa
uktadajac dzieto, jest to,
co nalezy pomiescié na poczgtku.

BLAISE PAscAL

W tym wstepnym rozdziale zawrzemy intuicyjne podstawy tego wszystkiego, co
bedziemy omawia¢ w sposéb bardziej formalny w nastepnych rozdziatach. Okre-
slenia pojec, ktére pojawia si¢ tu wyréznione pismem pélgrubym, nalezy rozumieé
raczej jako opisy niz jako definicje. Zapoznawszy sie z nimi w sposob nieformalny,
latwiej przyswoisz je sobie, gdy spotkasz je dalej. A wiec przeczytaj ten rozdzial
szybko i szybko zapomnij o nim!

558 Co to jest graf?

Zaczniemy od przyjrzenia sie rysunkom 1.1 i 1.2, ktdre pokazuja fragmenty mapy
drogowej i obwodu elektrycznego.

P Q
S
R
S T §
Rysunek 1.1 Rysunek 1.2

Kazda z tych sytuacji moze by¢ przedstawiona na rysunku za pomoca punk-
tow i odcinkdéw, tak jak na rysunku 1.3. Punkty P, @, R, S i T nazywamy wierz-
cholkami, odcinki nazywamy krawedziami, a caly wykres nazwiemy grafem.
Zauwazmy, ze punkt przeciecia odcinkéw PS i QT nie jest wierzchotkiem, po-
niewaz nie odpowiada on ani skrzyzowaniu drég, ani polaczeniu dwéch przewo-
déw. Stopniem wierzchotka nazwiemy liczbe krawedzi, ktérych koncem jest ten
wierzcholek; na rysunku 1.1 odpowiada on liczbie drég schodzacych si¢ na skrzy-
zowaniu. Na przyklad stopien wierzchotka () wynosi 4.
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T )

Rysunek 1.3

Graf pokazany na rysunku 1.3 moze réwniez opisywac inne sytuacje. Na przy-
kiad, jesli P, Q. R, S i T odpowiadaja druzynom pitkarskim, to obecnosé¢ krawedzi
moze Swiadczy¢ o tym, ze mecz, w ktérym braly udziat druzyny odpowiadajace
koncom tej krawedzi, juz sie odbyl. Tak wiec, na podstawie rysunku 1.3 widzimy,
ze druzyna P grala juz z druzynami @, S oraz T i nie grala z druzyna R. W tej
reprezentacji grafu stopien wierzchotka jest liczba meczéw rozegranych przez dana
druzyne.

Te sama sytuacje mozemy zilustrowaé inaczej za pomoca grafu z rysunku
1.4. UsuneliSmy na nim ,przeciecie” odcinkéw PS i QT, rysujac linie PS na
zewnatrz prostokata PQST. Otrzymany graf nadal informuje nas o tym, czy
istnieje bezposrednia droga z jednego skrzyzowania do drugiego, w jaki sposéb
zostaly polaczone przewody w obwodzie elektrycznym i ktére druzyny pitkarskie
rozegraly juz ze soba mecze. Jedyna informacja, ktéra tracimy, dotyczy wiasno-
§ci ,metrycznych”, takich jak dlugo$é drogi lub to, czy przewdd jest prosty czy
zakrzywiony.

Zatem graf przedstawia pewien zbiér punktéw i pokazuje, w jaki spos6b sa
one polaczone, nie uwzglednia natomiast wtasnosci metrycznych. Z tego powodu,
dowolne grafy opisujace te sama sytuacje, takie jak na rysunkach 1.3 i 1.4, trak-
tujemy jako ten sam graf.

Rysunek 1.4

Méwiac bardziej ogdlnie, dwa grafy sa identyczne, jesli dowolne dwa wierz-
chotki sa potaczone krawedzia w jednym grafie wtedy i tylko wtedy, gdy odpo-
wiadajace im wierzcholki sa potaczone krawedzia w drugim grafie. Inny graf iden-
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tyczny z grafami z rysunkéw 1.3 i 1.4 jest pokazany na rysunku 1.5. Patrzac na
niego, utraciliSmy wszelkie wyobrazenie o polozeniu i wzajemnych odlegtosciach
punktéw, ale nadal na pierwszy rzut oka widzimy, ktére punkty sa polaczone
droga lub przewodem.

b

Rysunek 1.5

W grafie pokazanym na powyzszym rysunku kazda pare wierzchotkéw la-
czy co najwyzej jedna krawedz. Przypusémy teraz, ze drogi laczace Q i S oraz
S 1 T na rysunku 1.5 sa zbyt przeciazone ruchem drogowym. Mozna temu za-
radzi¢, dobudowujac dodatkowe drogi taczace te punkty; otrzymamy sytuacje
przedstawiona na rysunku 1.6. Krawedzie laczace wierzchotki Q i S oraz S i T
nazywamy krawedziami wielokrotnymi. Jesli ponadto potrzebny jest parking
dla samochodéw w punkcie P, to zaznaczymy go na rysunku za pomoca krawedzi
prowadzace]j z wierzchotka P do niego samego, nazywanej petla (patrz rys. 1.7).
W tej ksiazce dopuscimy mozliwos¢ wystepowania krawedzi wielokrotnych i petli
w grafach. Grafy bez krawedzi wielokrotnych i petli, takie jak graf na rysunku
1.5, nazywamy grafami prostymi.

Q ]
54
F% ! » R ( % ' ®R
“ S
Rysunek 1.6 Rysunek 1.7

Koniecznoéé badania graféw skierowanych (po angielsku nazywanych di-
rected graphs, w skrécie digraphs — stad uzywany po polsku skrét digrafy)
wynika z przeksztalcania pewnych drég w ulice jednokierunkowe. Przyklad di-
grafu pokazany jest na rysunku 1.8, kierunki ruchu na ulicach jednokierunko-
wych zostaly zaznaczone na nim strzatkami. (W tym przykladzie w punkcie-T
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S
Rysunek 1.8

zapanowalby chaos, co jednak nie przeszkadza nam zajmowac sie rowniez takimi
sytuacjami!) Grafami skierowanymi bedziemy si¢ zajmowaé w rozdziale 7.

Znaczna czesé teorii graféw po$wiecona jest réznego rodzaju ,trasom”. Trasa
jest to linia, po ktérej przedostajemy sie z jednego wierzchotka do innego”,
skladajaca sie z ciagu kolejno przechodzonych krawedzi. Na przyklad ciag P —
@ — R w grafie przedstawionym na rysunku 1.5 jest trasa dlugosci 2, a ciag
P—-S§8— Q@ —T — S — R jest trasa dlugosci 5. Trase, w ktorej zaden
wierzchotek nie wystepuje wiecej niz jeden raz, nazwiemy drogg; na przykiad
P —- T — S — R jest droga. Trase postaci @ — S — T — @ nazywamy
cyklem.

Wieksza czes¢ rozdziatu 3 jest poswiecona drogom o specjalnych wlasnosciach.
W szczegdlnosci, bedziemy zajmowac sie takimi grafami, w ktérych istnieja trasy
przechodzace przez kazda krawedz lub przez kazdy wierzchotek dokladnie jeden
raz i konczace sie w punkcie wyjscia; takie grafy nazywamy odpowiednio grafami
eulerowskimi i hamiltonowskimi. Na przyklad graf pokazany na rysunkach
1.3-1.5 jest hamiltonowski; odpowiednia trasa jest P - Q — R —- S — T — P.
Nie jest on grafem eulerowskim, gdyz dowolna trasa, ktéra przechodzi przez kazda
krawedz dokladnie jeden raz (takajak P—- Q@ - R—-S—-T —-P—-5—-Q —
T), musi zakonczy¢ sie w wierzchotku réznym od poczatkowego.

Pewne grafy sktadaja sie z dwoch lub wiekszej liczby czesci. Rozwazmy na
przyktad graf, ktérego wierzcholkami sa stacje metra londynskiego i nowojor-
skiego, a jego krawedziami linie metra taczace te stacje. Nie jest mozliwe przeje-
chanie z Trafalgar Square do Grand Central Station, poruszajac sie wylacznie po
krawedziach tego grafu, ale jesli ograniczymy nasza uwage tylko do metra londyn-
skiego, to mozemy dostac sie z dowolnej stacji do kazdej innej. Graf sktadajacy
sie z jednego kawalka, tzn. taki, w ktérym dowolne dwa wierzchotki mozna pota-
czy¢ droga, nazywamy grafem spdjnym; graf skladajacy sie z wielu kawaltkow
nazywamy grafem niespéjnym (por. rys. 1.9). Spéjnoscia graféw zajmiemy sie
w rozdziale 3.

Czasami zajmujemy sie grafami spéjnymi, w ktérych kazda pare wierzchotkéw
mozna polaczy¢ doktadnie jedna droga. Takie grafy nazywamy drzewami, biorac
nazwe od drzew genealogicznych; bedziemy zajmowac si¢ nimi w rozdziale 4. Jak
zobaczymy, drzewo mozna zdefiniowac¢ jako graf spéjny bez cykli (por. rys. 1.10).
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P Q T
s R V U
Rysunek 1.9 Rysunek 1.10

Wezeéniej juz zauwazyliSmy, ze graf pokazany na rysunku 1.3 moze by¢ nary-
sowany (tak jak na rysunkach 1.41i 1.5) w ten spos6b, by unikna¢ przecinania sie
krawedzi. Graf, ktéry moze by¢ narysowany bez takich przecieé¢, nazywamy gra-
fem planarnym. W rozdziale 5 podamy kilka kryteriéw planarnosci. Niektére
z nich odwoluja sie do wlasnosci ,podgraféw”™ badanego grafu, inne wykorzystuja
podstawowe pojecie dualnosci.

Grafy planarne odgrywaja wazna role w problemach kolorowania. Przypu-
§émy, ze cztery koncerny Shell, Esso, BP i Gulf chca rozmiesci¢ pie¢ stacji ben-
zynowych na pieciu skrzyzowaniach pokazanych na naszym grafie ,polaczen dro-
gowych”. Ze wzgledéw ekonomicznych zaden koncern nie chce budowaé stacji na
sasiednich skrzyzowaniach. Wtedy Shell moze wybudowac stacje na skrzyzowa-
niu P, Esso na skrzyzowaniu @, BP na skrzyzowaniu S i Gulf na skrzyzowaniu
T. W ten spos6b skrzyzowanie R pozostanie wolne dla koncernu Shell lub Gulf
(patrz rys. 1.11). Jesli jednak Gulf wycofa si¢ z tego porozumienia, to pozostale
trzy koncerny nie beda mogly wybudowaé¢ swoich stacji benzynowych zgodnie
z dotychczasowymi zamierzeniami.

Takimi zagadnieniami zajmiemy si¢ w rozdziale 6. Bedziemy tam prébowali
kolorowaé wierzchotki grafu prostego dang z gory liczba koloréw w taki sposdb,

P
R
Shell
lub Gul
T s

Rysunek 1.11 Rysunek 1.12
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by kazda krawedz taczyla wierzchotki dwéch réznych koloréw. Jesli graf jest pla-
narny, to mozemy zawsze pokolorowa¢ w ten sposob jego wierzchotki za pomoca
tylko czterech koloréw — jest to stynne twierdzenie o czterech barwach. Inna
wersja tego twierdzenia moéwi, ze mozemy zawsze pokolorowaé panstwa na dowol-
nej mapie czterema kolorami w taki sposéb, by zadne graniczace ze soba panstwa
nie byly pokolorowane tak samo (por. rys. 1.12).

W rozdziale 8 zajmiemy sie stynnym problemem kojarzenia malzenstw,
polegajacym na znalezieniu warunkéw, jakie musi spelnia¢ grupa dziewczat, z
ktérych kazda zna pewna liczbe chlopcéw, by kazda z nich mogta wyjs¢ za maz
za ktoérego§ ze swoich znajomych. Ten problem moze by¢ sformulowany w je-
zyku teorii transwersal i jest zwiazany z problemem znalezienia rozlacznych drog
taczacych dane dwa wierzcholki grafu lub digrafu.

Rozdzial 8 koncza rozwazania dotyczace przeplywow w sieciach i problemoéw
transportowych. Przypusémy, ze dana jest sie¢ polaczen, taka jak na rysunku
1.13, w ktorej P jest fabryka, R jest rynkiem zbytu, a krawedzie grafu sa liniami,
ktérymi moga by¢ przesytane wyprodukowane dobra. Kazda z tych linii przesy-
lowych ma swoja przepustowosc, ktora jest oznaczona liczba obok odpowiedniej
krawedzi. Ta liczba wyraza maksymalna ilo§¢ débr, ktére moga by¢ przestane
dana linia. Problem polega na wyznaczeniu maksymalnej ilosci débr, ktére moga
by¢ przestane z fabryki na rynek.

Rysunek 1.13

Ostatni rozdzial jest po§wiecony matroidom. Wiaze on razem treéci poprzed-
nich rozdzialéw zgodnie z zasada ,czyn madrze — uogdlniaj!” (ang. ,be wise
— generalize!” ). Teoria matroidéw, zajmujaca sie badaniem zbioréw ze zdefinio-
wanymi na nich ,strukturami niezaleznosci”, uogélnia zaréwno pojecie liniowej
niezaleznodci w przestrzeniach liniowych, jak i pewne wyniki dotyczace grafow
i transwersal, znajdujace sie wczesniej w tej ksiazce. Jednakze teoria matroidow
nie jest bynajmniej ,uogdlnieniem dla samego uogélnienia”. Przeciwnie, daje ona
mozliwo$¢ glebszego wejrzenia w wiele probleméw dotyczacych graféw oraz do-
starcza prostszych dowodéw twierdzen dotyczacych transwersal niz dowody pro-
wadzone metodami tradycyjnymi. Matroidy odegraly wazna role w rozwoju pojec¢
kombinatorycznych w ostatnich latach.
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Mamy nadzieje, ze ten rozdzial wprowadzajacy wskazal Czytelnikowi, o czym
jest ta ksiazka i jakimi zagadnieniami si¢ zajmuje. Teraz rozpoczniemy bardziej
formalny wyktad.

Cwiczenia do §1

1.1" Podaj liczbe wierzcholkéw i krawedzi oraz stopnie poszczegélnych wierzcholkéw:
(a) w grafie pokazanym na rysunku 1.3,
(b) w drzewie pokazanym na rysunku 1.14.

Rysunek 1.14 Rysunek 1.15

1.2 Narysuj graf odpowiadajacy sieci drég pokazanej na rysunku 1.15 i podaj liczbe
wierzchotkéw, liczbe krawedzi i stopien kazdego wierzcholtka.

1.3" Na rysunku 1.16 widzimy wzory czasteczek metanu (CHy) i propanu (C3Hg).
(a) Jesli potraktujemy te wzory jako grafy, to co mozemy powiedzie¢ o wierzchol-
kach odpowiadajacych atomom wegla (C) i wodoru(H)?
(b) Istnieja dwie rézne czasteczki majace ten sam wzér sumaryczny C4Hyg. Narysuj
grafy odpowiadajace tym czasteczkom.

John

r T T 1
Joe Jean Jane Jill
ChekATy propan Jenny Kenny Bill Ben

Rysunek 1.16 Rysunek 1.17

1.4 Narysuj graf odpowiadajacy drzewu genealogicznemu pokazanemu na rysunku
1.17.

1.5" Narysuj graf, ktérego wierzcholki sa oznaczone literami od A do M i ktéry poka-

zZu ogi poruszania si¢ po labiryncie znajdujacym si¢ w Hampton Court
ifZedstge m na rysunku 1.18.
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Rysunek 1.18

1.6" Maciek lubi Marie, Marte i Magde; Marek lubi Marie i Magde; Maria i Marta
lubia sie nawzajem. Narysuj graf skierowany ukazujacy te wzajemne relacje miedzy
Mackiem, Markiem, Maria, Marta i Magda.

1.7 Weze zjadaja zaby, a ptaki zjadaja pajaki; ptaki i pajaki zjadaja owady; zaby
jedza $limaki, pajaki i owady. Narysuj graf skierowany reprezentujacy te drapiezne
zachowania.



Rozdziat
Definicje i przyktady

Nienawidze definicyi!

BENJAMIN DISRAELI

Ten rozdzial zawiera podstawy do dalszego studiowania teorii graféw. Paragraf 2
formalizuje pewne podstawowe definicje z rozdziatu 1, a paragraf 3 dostarcza wielu
przyktadéw. W paragrafie 4 zobaczymy, w jaki sposéb mozna uzyé¢ graféw do
przedstawienia i rozwiazania trzech zadan matematyki rekreacyjnej. Zajmowanie
si¢ powazniejszymi zastosowaniami odlozymy do czasu, gdy bedziemy dysponowaé
bardziej zaawansowana technika (por. paragrafy 8 i 11).

m Definicje

Graf prosty G sklada sie z niepustego zbioru skonczonego V(G), ktérego ele-
menty nazywamy wierzchotkami (lub weztami), i skoiiczonego zbioru E(G)
roznych par nieuporzadkowanych réznych elementéw zbioru V(G), ktére nazy-
wamy krawedziami. Zbiér V(G) nazywamy zbiorem wierzchotkéw, a zbior
E(G) zbiorem krawedzi grafu G. Méwimy, ze krawedz {v, w} laczy wierzchotki
v i w, i na ogél oznaczamy ja krécej symbolem vw. Na przyklad na rysunku 2.1
widzimy graf prosty G, ktdrego zbiorem wierzchotkéw V(G) jest zbiér {u,v,w, z}
i ktorego zbiér krawedzi E(G) sklada sie z krawedzi uv, uw, vw i wz.

v w

Rysunek 2.1

W kazdym grafie prostym istnieje co najwyzej jedna krawedz laczaca dana
pare wierzchotkéw. Jednakze wiele wynikéw dotyczacych graféw prostych mozna
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rozszerzy¢ tak, by dotyczyly obiektéw ogdlniejszych, w ktorych dwa wierzchotki
moga byé polaczone wiecej niz jedna krawedzia. Ponadto mozemy pozby¢ sie
ograniczenia méwiacego, ze krawedz laczy dwa rézne wierzchotki i dopuécié¢ petle
— krawedzie laczace wierzcholek z samym soba. Taki obiekt, w ktérym moga
wystepowaé krawedzie wielokrotne i petle, nazywamy grafem ogélnym, lub po
prostu grafem (patrz rys. 2.2). Zatem kazdy graf prosty jest grafem, ale nie kazdy
graf jest grafem prostym.

v w

Rysunek 2.2

Zatem graf G sklada sie z niepustego zbioru skonczonego V(G), ktérego ele-
menty nazywamy wierzcholtkami, i skonczonej rodziny E(G) par nieuporzad-
kowanych (niekoniecznie réznych) elementéw zbioru V(G) nazywanych krawe-
dziami; uzycie stlowa ,rodzina” oznacza, ze dopuszczamy istnienie krawedzi wie-
lokrotnych®.

Zbiér V(G) nazywamy zbiorem wierzchotkéw, a zbiér E(G) rodzing kra-
wedzi grafu G. Méwimy, ze krawedz {v,w} lgczy wierzchotki v i w i réwniez
w tym przypadku oznaczamy ja krécej symbolem vw. Zatem na rysunku 2.2
zbiorem wierzchotkéw V/(G) jest zbiér {u,v,w,z}, a rodzina E(G) sklada sie
z krawedzi uv, vv (wystepujacej dwukrotnie), vw (wystepujacej trzykrotnie), uw
(wystepujacej dwukrotnie) i wz. Zauwazmy, ze kazda petla vv taczy wierzchotek v
z samym soba. Chociaz czasami musimy ograniczy¢ uwage do graféw prostych, to
wszedzie tam, gdzie bedzie to mozliwe, bedziemy dowodzi¢ twierdzen dla graféw
ogolnych.

Teoria graféw nie ma ustalonego jezyka — kazdy autor uzywa swojej termino-
logii. Niektorzy nazywaja grafem to, co my nazywamy grafem prostym, albo graf
ze skierowanymi krawedziami, albo graf majacy nieskonczenie wiele wierzchotkéw
lub krawedzi; grafami skierowanymi bedziemy sie zajmowaé¢ w rozdziale 7, a gra-
fami nieskoniczonymi — w paragrafie 16. Wszystkie takie definicje sa catkowicie
poprawne, pod warunkiem, ze uzywa sie ich konsekwentnie. W tej ksiazce, wszyst-
kie grafy sq skoticzone i nie sq skierowane, z petlami i@ krawedziami wielokrotnymi,
chyba ze zaznaczymy, iz jest inaczej.

1Uzywamy slowa ,rodzina” do oznaczenia zbioru z powtérzeniami, czyli zbiorowosci ele-
mentéw, z ktérych niektére moga wystepowaé wielokrotnie; na przyktad {a,b,c} jest zbiorem,
ale (a,a,c,b,a,c) jest rodzina.
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Izomorfizm

Moéwimy, ze dwa grafy G i G, sa izomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jedno-
znaczna odpowiednio$¢ miedzy wierzchotkami grafu G, i grafu G, taka, ze liczba
krawedzi laczacych dane dwa wierzchotki grafu G, jest réwna liczbie krawedzi
laczacych odpowiadajace im wierzchotki grafu G,. Zatem dwa grafy pokazane na
rysunku 2.3 sa izomorficzne przy odpowiedniosci u «— [, v < m, w « n, T < p,
y « q, z «— r. W wielu zadaniach nazwy wierzchotkéw sa niepotrzebne, wiec je
pomijamy. Méwimy wtedy, ze dwa ,nieoznakowane grafy” sa izomorficzne, jesli
mozemy tak przyporzadkowa¢ nazwy wierzchotkom, by otrzymane ,grafy ozna-
kowane” byly izomorficzne. Na przyktad grafy nieoznakowane na rysunku 2.4 sa
izomorficzne, gdyz mozemy oznakowaé wierzcholki tak, jak na rysunku 2.3.

u v w l P
M | m
I 1l z n q
Rysunek 2.3
Rysunek 2.4

Roéznica miedzy grafami oznakowanymi i nieoznakowanymi staje si¢ wyraz-
niejsza, gdy prébujemy je zlicza¢. Na przyklad, jesli ograniczamy nasze zainte-
resowanie do graféw majacych trzy wierzchotki, to istnieje, z dokladnoscia do
izomorfizmu, osiem réznych graféw oznakowanych, ale tylko cztery grafy nieozna-
kowane (zob. rysunki 2.5 i 2.6). Zazwyczaj z kontekstu jasno wynika, czy mamy
na mysli grafy oznakowane, czy nieoznakowane.
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1
] \ / ®
e o ® *—o
3 2 3
1

@

3 2 3 2
1 1 1
3 2 3 2 3 2 3 2
Rysunek 2.5
e N A
& ® *—o
Rysunek 2.6
Spoéjnosé

Mozemy potaczy¢ dwa grafy, by otrzymacé graf wiekszy. Jesli tymi dwoma grafami
sa G1 = (V(G1), E(G1)) i G2 = (V(G2), E(G2)), gdzie zbiory V(G,) i V(G2) sa
roztaczne, to sumag tych graféw G, U G2 jest graf, ktérego zbiorem wierzchotkéw
jest zbiér V(G1)UV (G2), a zbiorem krawedzi zbiér E(G,)UE(G2) (patrz rys. 2.7).

a T a I
o z — 2z
b ] b ]
Gy Gy G U G,
Rysunek 2.7

W wiekszosci grafy, z ktérymi mieliSmy dotychczas do czynienia, skladaly sie
.z jednego kawalka”. Graf nazywamy spéjnym, jesli nie mozna go przedstawié¢
w postaci sumy dwoch graféw — w przeciwnym razie nazywamy go grafem nie-
spéjnym. Oczywiscie kazdy graf niespdjny G mozna przedstawi¢ w postaci sumy
graféw spéjnych, nazywanych sktadowymi grafu G. Na przyktad na rysunku 2.8
jest przedstawiony graf majacy trzy skladowe.

Kiedy dowodzimy ogélnych twierdzen o grafach, czesto dowodzimy odpo-
wiedniego twierdzenia dla graféw spéjnych i nastepnie stosujemy je oddzielnie
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Rysunek 2.8
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do kazdej skladowej. W tabeli na rysunku 2.9 widzimy wszystkie spojue grafy
nieoznakowane majace co najwyzej pie¢ wierzchotkéw.

Sasiedztwo

Moéwimy, ze dwa wierzcholki v i w grafu G sa sgsiednie, jesli istnieje krawedz vw,
ktéra je taczy. Méwimy tez wtedy, ze wierzcholki v i w sa incydentne z ta krawe-
dzia. Podobnie, dwie krawedzie e i f sa sgsiednie, jesli maja wspdlny wierzchotek

(por. rys. 2.10).
v w & f
el >

wierzchotki sasiednie krawedzie sasiednie

Rysunek 2.10

Stopien wierzchotka v grafu G oznaczany symbolem deg(v) jest liczba krawe-
dzi incydentnych z v; przy obliczaniu stopnia wierzcholtka v przyjmujemy zwykle,
ze petla w wierzchotku v powieksza stopien tego wierzchotka o 2 (a nie o 1).
Wierzchotek stopnia 0 nazywamy wierzchotkiem izolowanym, a wierzcholek
stopnia 1 wierzchotkiem koncowym. Zatem kazdy z dwéch graféw na rysunku
2.11 ma dwa wierzchotki koncowe i trzy wierzcholki stopnia 2, a graf pokazany na
rysunku 2.12 ma jeden wierzchotek koncowy, jeden wierzchotek stopnia 3, jeden
wierzchotek stopnia 6 i jeden stopnia 8. Ciag stopni grafu sklada sie ze stopni
wierzchotkéw w kolejnoéci wzrastajacej, przy czym uwzglednione sa w nim powto-
rzenia. Na przyklad ciagami stopni graféw z rysunkéw 2.111 2.12 s3 (1,1,2,2,2)
i(1,3,6,8).

ceeee Al ==

Rysunek 2.11 Rysunek 2.12

Zauwazmy, ze w kazdym grafie suma stopni wszystkich wierzchotkow jest liczba
parzystq — dokladniej, jest réwna podwojonej liczbie krawedzi, gdyz kazda kra-
wedz zwieksza te sume o 2. Ten fakt wykazany przez Leonharda Eulera w roku
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1736 nazywamy lematem o usSciskach dloni. Wynika z niego, ze jesli pewne
osoby witaja sie, podajac sobie dlonie, to laczna liczba uscisnietych dioni jest
parzysta — dlatego, ze w kazdym uscisku uczestnicza dokladnie dwie dlonie. Na-
tychmiastowym wnioskiem z lematu o uSciskach dloni jest to, ze w dowolnym
grafie liczba wierzchotkéw o nieparzystych stopniach jest parzysta.

Podgrafy

Podgrafem grafu G nazywamy graf, ktérego wszystkie wierzcholki naleza do
V(G), a krawedzie naleza do E(G). Zatem graf pokazany na rysunku 2.13 jest
podgrafem grafu z rysunku 2.14, ale nie jest podgrafem grafu z rysunku 2.15,
gdyz ten ostatni graf nie zawiera zadnego ,tréjkata”.

AVIVAVAN-:

Rysunek 2.13 Rysunek 2.14 Rysunek 2.15

Mozemy otrzymacé podgraf danego grafu, usuwajac niektére krawedzie i wierz-
chotki. Jesli e jest krawedzia grafu G, to symbolem G — e oznaczymy graf otrzy-
many z grafu G przez usuniecie krawedzi e. Ogdlnie, jesli F' jest dowolnym zbiorem
krawedzi grafu G, to symbolem G — F oznaczymy graf powstajacy z grafu G przez
usuniecie krawedzi nalezacych do F. Podobnie, jesli v jest wierzchotkiem grafu G,
to symbolem G — v oznaczymy graf powstajacy z G przez usuniecie wierzcholka
v 1 wszystkich krawedzi incydentnych z v. Ogdlnie, jedli S jest dowolnym zbio-
rem wierzchotkéw grafu G, to symbolem G — S oznaczymy graf powstajacy z G
przez usuniecie wszystkich wierzchotkéw nalezacych do S i wszystkich krawedzi
incydentnych z ktérymkolwiek z tych wierzchotkéw. Kilka przykladéw widzimy
na rysunku 2.16.

G G-¢ G-v

Rysunek 2.16
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Symbolem G\ e oznaczamy graf otrzymany przez Sciagniecie krawedzi e, czyli
usuniecie jej i zidentyfikowanie jej koncéw v i w tak, ze otrzymany wierzchotek
jest incydentny z tymi krawedziami (réznymi od e), ktére byly incydentne z v lub
w. Widzimy przyklad na rysunku 2.17.

vw
v e w

Rysunek 2.17

Reprezentacja macierzowa

Chociaz wygodnie jest przedstawiac graf w postaci rysunku, na ktérym punkty sa
polaczone liniami, to taka reprezentacja moze by¢ nieodpowiednia, je§li chcemy
przechowac duzy graf w pamieci komputera. Jednym ze sposobéw zapamietywania
grafu prostego jest podanie listy wierzchotkéw sasiednich dla kazdego wierzchotka
tego grafu. Na rysunku 2.18 widzimy przyklad takiej reprezentacji.

Inny przydatny sposéb reprezentacji wykorzystuje macierze. Jesli G jest gra-
fem, ktérego wierzchotki sa oznakowane liczbami ze zbioru {1,2,...,n}, to ma-
cierza sgsiedztwa A jest macierz wymiaru n x n, ktérej wyraz o indeksach

u: v,y
v u,w,y
u w: T,y
: w,y
¥ u,vwT
v T
Rysunek 2.18
1 " 2 i
0101 100100
4 2 A¥1012 M=110011
0101 011000
4 3 3 1210 001111

Rysunek 2.19



§2. Definicje 27

i,J jest rowny liczbie krawedzi taczacych wierzcholek i z wierzchotkiem j. Jesli
oznakujemy réwniez krawedzie liczbami ze zbioru {1,2,...,m}, to macierzg in-
cydencji M nazwiemy macierz wymiaru n x m, ktérej wyraz o indeksach 7, j jest
rowny 1, jesli wierzchotek 2 jest incydentny z krawedzia j, i rowny (0 w przeciwnym
razie. Na rysunku 2.19 widzimy graf oznakowany G z jego macierzami sasiedztwa
i incydencji.

Cwiczenia do §2

2.1" Podaj zbiér wierzchotkéw i zbiér krawedzi kazdego grafu z rysunku 2.3.

2.2 Narysuj:
(a) graf prosty;
(b) graf, ktéry nie jest prosty, ale nie ma petli;
(c) graf, ktory nie jest prosty, ale nie ma krawedzi wielokrotnych.
Kazdy z nich ma mieé pie¢ wierzchotkéw i osiem krawedzi.

2.3" (a) Oznaczajac odpowiednio wierzcholtki, wykaz, ze dwa grafy pokazane na ry-
sunku 2.20 sa izomorficzne.
(b) Wyjasnij, dlaczego dwa grafy z rysunku 2.21 nie sa izomorficzne.

v‘ 3 ‘ 3
Naar

Rysunek 2.20

EEIES

Rysunek 2.21
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2.4 Sprawdz, czy nastepujace zdania sa prawdziwe, czy falszywe:
(a) kazde dwa grafy izomorficzne maja ten sam ciag stopni;
(b) kazde dwa grafy majace ten sam ciag stopni sa izomorficzne.

2.5 (a) Wykaz, ze istnieje dokladnie 2n(n=1)/2 ssnakowanych graféw prostych maja-
cych n wierzchotkdéw.

(b) Tle z nich ma doktadnie m krawedzi?

2.6" Umies¢ kazdy z graféw pokazanych na rysunku 2.22 w odpowiednim miejscu tabeli
na rysunku 2.9.

il PY @ A
(b) (c)

(a)

Rysunek 2.22

2.7" Wyznacz ciag stopni kazdego z graféw w tabeli na rysunku 2.9 i sprawdz, ze
w kazdym przypadku lemat o usciskach dloni jest sluszny.

2.8 (a) Narysuj graf majacy szes¢ wierzcholkéw i ciag stopni (3,3,5,5,5,5); czy ist-
nieje graf prosty majacy takie stopnie?

(b) Jaka bedzie odpowiedz na (a) w przypadku ciagu stopni (2,3, 3,4,5,5)7

2.9" Udowodnij, ze jesli G jest grafem prostym majacym co najmniej dwa wierzcholtki,
to G musi zawiera¢ dwa wierzcholki tego samego stopnia lub wiecej.

2.10" Ktére grafy pokazane na rysunku 2.23 sa podgrafami graféw z rysunku 2.207

A O @

Rysunek 2.23

2.11 Niech G bedzie grafem majacym n wierzchotkéw i m krawedzi, niech v bedzie
wierzchotkiem grafu G stopnia k i niech e bedzie krawedzia G. lle wierzcholkéw
i krawedzi maja grafy G —e, G —v i G\ €?
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2.12" Wyznacz macierze sasiedztwa i incydencji grafu przedstawionego na rysunku 2.24.

01120 00111110
10001 01010001
10011 0000O0O0O01
20100 10101010
01100 11000100
Rysunek 2.24 Rysunek 2.25 Rysunek 2.26

2.13 (a) Narysuj graf, ktérego macierz sagsiedztwa jest podana na rysunku 2.25.
(b) Narysuj graf, ktérego macierz incydencji jest podana na rysunku 2.26.

2.14 Jedli G jest grafem bez petli, to co mozesz powiedzie¢ o sumie wyrazow
(a) dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny macierzy sasiedztwa grafu G?
(b) dowolnego wiersza macierzy incydencji grafu G?
(¢) dowolnej kolumny macierzy incydencji grafu G7

2.15" Jesli G jest grafem prostym, ktérego zbiorem krawedzi jest E(G), to przestrze-
nig wektorowa grafu GG jest przestrzen liniowa nad cialem Zs liczb calkowitych
modulo 2, ktdrej elementami sa podzbiory F(G). Suma E + F dwéch podzbioréw
E i F jest zbidor krawedzi nalezacych do E lub do F, ale nie do obu tych zbio-
réw jednoczes$nie, a mnozenie przez skalar jest zdefiniowane wzorami 1-E = E
i 0+ E = 0. Udowodnij, ze jest to rzeczywiScie przestrzen liniowa nad cialem Z»
i znajdz jej baze.

" Przyktady

W tym paragrafie zbadamy pewne wazne typy grafow. Czytelnik powinien je
poznadé, gdyz beda one czesto wystepowaly w przyktadach i zadaniach.
Grafy puste

Graf, ktérego zbior krawedzi jest zbiorem pustym, nazywamy grafem pustym.
Graf pusty majacy n wierzcholtkéw bedziemy oznaczac¢ symbolem N,; na rysunku
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L ®
® L
Rysunek 3.1

3.1 widzimy graf Ny. Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek grafu pustego jest izolo-
wany. Grafy puste nie sa zbyt interesujace.

Grafy petne

Graf prosty, w ktorym kazda para réznych wierzchotkéow jest polaczona krawe-
dzia, nazywamy grafem pelnym. Graf pelny majacy n wierzchotkéw oznaczamy
symbolem K,; na rysunku 3.2 widzimy grafy K, i K5. Powinnicie sprawdzi¢, ze
graf K,, ma n(n — 1)/2 krawedzi.

Rysunek 3.2

Grafy cykliczne, grafy liniowe i kota

Graf spdjny, regularny stopnia 2 nazywamy grafem cyklicznym. Graf cykliczny
majacy n wierzchotkéw oznaczamy symbolem C,,. Graf otrzymany z grafu C,
przez usuniecie jednej krawedzi nazywamy grafem liniowym o n wierzchotkach

L ® @ ® ® @

Rysunek 3.3
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i oznaczamy symbolem F,. Graf powstajacy z grafu C,,_; przez polaczenie kaz-
dego wierzchotka z nowym wierzchotkiem v nazywamy kotem o n wierzchotkach:
oznaczamy je symbolem W,. Na rysunku 3.3 pokazane sa grafy: cykliczny Cs,
liniowy Ps i kolo W.

Grafy regularne

Graf, w ktérym kazdy wierzcholek ma ten sam stopien, nazywamy grafem re-
gularnym. Jesli kazdy wierzcholek ma stopien r, to ten graf nazywamy grafem
regularnym stopnia r lub krécej grafem r-regularnym. Szczegdlne znaczenie
maja grafy kubiczne, tzn. grafy regularne stopnia 3; przyktadem grafu kubicz-
nego jest graf Petersena pokazany na rysunku 3.4. Zauwazmy, ze graf pusty
N, jest grafem regularnym stopnia 0, graf cykliczny C,, jest grafem regularnym
stopnia 2 i graf pelny K, jest grafem regularnym stopnia n — 1.

E Y A
LD VVE

LT A

czworoscian szescian os$mioscian dwunastoscian dwudziestoscian

Rysunek 3.5
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Grafy platonskie

Szczegdlne miejsce wsréd graféw regularnych zajmuja grafy platonskie, utwo-
rzone z wierzcholkéw i krawedzi pieciu wieloscianéw foremnych (platonskich) —
czworo$cianu, sze$cianu, o$mio$cianu, dwunastoécianu i dwudziesto$cianu (patrz
rys. 3.5 na stronie 31).

Grafy dwudzielne

Jesli zbi6r wierzchotkéw grafu G moze byé podzielony na dwa zbiory roztaczne A
i B w taki sposob, by kazda krawedz G laczyla wierzcholek zbioru A z wierzchol-
kiem zbioru B, to taki graf G nazywamy grafem dwudzielnym (por. rys. 3.6).
Réwnowaznie, graf dwudzielny to taki graf, ktérego wierzchotki mozna pokoloro-
waé¢ dwoma kolorami, czarnym i bialym, w taki sposéb, by kazda krawedz taczyta
wierzchotek czarny (nalezacy do zbioru A) z wierzchotkiem bialym (nalezacym
do zbioru B).

B

Rysunek 3.6

Ky Lo

Rysunek 3.7

Graf pelny dwudzielny jest to graf dwudzielny, w ktérym kazdy wierzcho-
lek zbioru A jest polaczony dokladnie jedna krawedzia z kazdym wierzcholkiem
zbioru B. Graf pelny dwudzielny majacy r czarnych i s bialych wierzchotkéw
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oznaczamy symbolem K, ,; grafy K 3, K23, K33 1 K43 sa pokazane na rysunku
3.7. Powinniscie sprawdzi¢, ze graf K, ; ma r + s wierzchotkéw i rs krawedzi.

Kostki

Szczegdlnie wazna role wérdd regularnych graféw dwudzielnych odgrywaja kostki.
k-kostka (@, nazywamy graf, ktérego wierzcholki odpowiadaja ciagom
(a1,as,...,ax) takim, ze kazdy wyraz a; jest réowny O lub 1, i ktérego krawe-
dzie lacza ciagi rézniace sie dokladnie jednym wyrazem. Zauwazmy, ze grafem
szecianu jest graf Qs (patrz rys. 3.8). Powinniécie sprawdzié, ze graf Qi ma 2*
wierzchotkéw i k-25~1 krawedzi oraz jest grafem regularnym stopnia k.

z w I w

Rysunek 3.8 Rysunek 3.9

Dopetnienie grafu prostego

Jesli G jest grafem prostym, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest V(G), to dopel-
nieniem G grafu G jest graf prosty, ktérego zbiorem wierzcholkéw jest V(G)
i w ktérym dwa wierzcholki sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa sa-
siednie w grafie G. Na przyklad na rysunku 3.9 widzimy graf i jego dopelnienie.
Zauwazmy, ze dopelnieniem grafu pelnego jest graf pusty, a dopelnieniem grafu
pelnego dwudzielnego jest suma dwdéch graféw pelnych.

Cwiczenia do §3

3.1" Narysuj nastepujace grafy:
(a) graf pusty Ns,
(b) graf peiny Kg,
(c) graf pelny dwudzielny K3 4,
(d) sume graféw Ky 3 i Wy,
(e) dopelnienie grafu cyklicznego Cjy.
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Ile krawedzi ma kazdy z nastepujacych graféw:
(a) Ko,

(b) Ks,7,

(c) Qa,

(d) Ws,

(e) graf Petersena?

Ile wierzcholkéw i krawedzi ma kazdy z graféw platonskich?
Znajdz w tabeli na rysunku 2.9 wszystkie grafy regularne i grafy dwudzielne.

Podaj przyklad (o ile istnieje) nastepujacych graféw:

(a) grafu dwudzielnego regularnego stopnia 5;

(b) dwudzielnego grafu platoniskiego;

(c) grafu pelnego bedacego kotem;

(d) grafu kubicznego majacego 11 wierzchotkdw;

(e) grafu regularnego stopnia 4, réznego od Ky, K44 1 Q4.

Narysuj wszystkie proste grafy kubiczne majace co najwyzej 8 wierzchotkéw.

Graf pelny tréjdzielny K, ,; sklada si¢ z trzech zbioréw wierzchotkéw (ma-
jacych odpowiednio r, s i t elementéw), a jego krawedzie tacza dwa wierzchotki
wtedy 1 tylko wtedy, gdy te wierzcholki leza w réznych zbiorach. Narysuj grafy
K222 i K332 oraz wyznacz liczbe krawedzi grafu K3 45.

Graf prosty izomorficzny ze swoim dopelnieniem nazywamy grafem samodopel-

niajacym.

(a) Udowodnij, ze jesli graf G jest samodopeiniajacy, to ma 4k lub 4k + 1 wierz-
chotkéw, gdzie k jest liczba calkowita.

(b) Wyznacz wszystkie grafy samodopelniajace majace 4 i 5 wierzchotkéw.

(c) Znajdz graf samodopelniajacy majacy 8 wierzchotkéw.

Grafem krawedziowym L(G) grafu prostego G nazywamy graf, ktérego wierz-

chotki stoja we wzajemnie jednoznacznej odpowiednioéci z krawedziami grafu G

i taki, ze jego wierzcholki sg sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace

im krawedzie grafu G sa sasiednie.

(a) Pokaz, ze grafy K3 i K 3 maja ten sam graf krawedziowy.

(b) Pokaz, ze graf krawedziowy czworoscianu jest grafem oSmioécianu.

(c) Udowodnij, ze je§li graf G jest grafem regularnym stopnia k, to jego graf
krawedziowy L(G) jest grafem regularnym stopnia 2k — 2.

(d) Wyznacz wzér na liczbe krawedzi grafu L(G) w zaleznoéci od stopni wierz-
chotkéw grafu G.

(e) Wykaz, ze graf L(Kj5) jest dopelnieniem grafu Petersena.

Automorfizmem ¢ grafu prostego G nazywamy przeksztalcenie wzajemnie jed-
noznaczne zbioru wierzchotkéw G w ten sam zbidr o tej wlasnosci, ze wierzchotki
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w(v) 1 p(w) sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy v i w sa sasiednie. Grupa

automorfizméw I'(G) grafu G nazywamy grupe wszystkich automorfizméw G

ze skladaniem jako dzialaniem grupowym.

(a) Udowodnij, ze grupy I'(G) i I'(G) sa izomorficzne.

(b) Wyznacz grupy I'(Kn), I'(Kr,s) i I'(Cn).

(c) Wykorzystaj éwiczenia (a) i (b) oraz ¢éwiczenie 3.9(e) do wyznaczenia grupy
automorfizméw grafu Petersena.

U1 Trzy tamigtéwki

W tym paragrafie pokazemy trzy tamigltéwki, do rozwiazania ktérych mozna wy-
korzysta¢ pomysly z teorii graféw. Zwrdoé uwage na to, ze w kazdej z tych tami-
gléwek narysowanie odpowiedniego grafu ulatwia zrozumienie problemu.

Zadanie o osmiu koétkach

Umiesé litery A, B, C, D, E, F, G, H w osmiu kotkach na rysunku 4.1 w taki
sposob, by zadna litera nie sasiadowata z literg wystepujgcg bezposrednio po
niej w alfabecie.

<5

Rysunek 4.1 Rysunek 4.2

Zauwazmy najpierw, ze probowanie wszystkich mozliwosci nie jest rozwia-
zaniem praktycznym, gdyz istnieje 8! = 40 320 sposobéw rozmieszczenia oSmiu
liter w oémiu kétkach. Potrzebujemy zatem bardziej systematycznego podejscia
do problemu.

Zauwazmy, ze:

(1) najtatwiej umiescic litery A i H, gdyz kazda z nich ma tylko jedna litere,
z ktdra nie moze sasiadowaé¢ (mianowicie B i G, odpowiednio);

(2) najtrudniej wypelni¢ kétka w Srodku, gdyz kazde sasiaduje z szeScioma
innymi.

To sugeruje, by umiescic litery A i H w srodkowych kétkach. Jesli umiescimy
litere A na lewo od H, to jedynymi mozliwymi miejscami dla B i G beda miejsca
pokazane na rysunku 4.2.



36 2. Definicje i przykiady

Litere C nalezy teraz umiesci¢ w lewej czeSci rysunku, a F w prawej. Teraz
juz tatwo umiesci¢ pozostate litery tak, jak na rysunku 4.3.

<1
al

Rysunek 4.3

Szes¢ osoéb na przyjeciu

Udowodnij, ze w dowolnej grupie szesciu 0sdb zawsze istniejg albo trzy osoby
znajgce sie nawzajem, albo trzy osoby, z ktorych zZadna nie zna pozostatych
dwdch.

Aby rozwiaza¢ to zadanie, narysujemy graf, w ktorym wierzchotki beda repre-
zentowac osoby i dwa wierzchotki beda potaczone linia ciagta, jesli odpowiednie
osoby znaja sie, a linia przerywana, jesli sie nie znaja. Musimy wykazaé, ze zawsze
istnieje tréjkat narysowany linia ciagta lub tréjkat narysowany linia przerywana.

Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem. Wtedy musi istnie¢ dokladnie pie¢
krawedzi incydentnych z v, ciaglych lub przerywanych, a wiec co najmniej trzy z
nich musza by¢ tego samego typu. Przypu$émy, ze istnieja trzy ciagle krawedzie
(patrz rys. 4.4); przypadek, gdy istnieja trzy krawedzie przerywane, jest analo-
giczny.

° ‘®
y

Rysunek 4.4
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L]
v
Rysunek 4.5
v w
®

* @
v
Rysunek 4.6

Jesli osoby odpowiadajace wierzchotkom w i x znaja sie, to wierzchotki v, w
i = tworza tréjkat narysowany linia ciagla, co zakonczy dowdd. Podobnie, jesli
osoby odpowiadajace wierzchotkom w i y lub wierzchotkom = i y znaja sie, to
znow otrzymamy tréjkat narysowany linia ciagla. Te trzy przypadki sa pokazane
na rysunku 4.5.

Wreszcie, jesli zadne dwie osoby odpowiadajace wierzchotkom w, z i y nie
znaja sie, to wierzchotki w, z i y tworza tréjkat narysowany linia przerywana, co
konczy dowdd (por. rys. 4.6).

Zadanie o czterech kostkach

Ten paragraf zakonczymy lamigléwka, ktéra kiedy$ byta popularna pod nazwa
Instant Insanity.

kostka 4 —» X

_ _ _ — .,

c c z N ,
clzlz[8 [Clz[vz) N~ [e[Z] [Zz]e]z]
C 7 7 7 kostka 2 —9»

kostka | kostka 2 kostka 3 kostka 4 kostka 1 — | 2.

Rysunek 4.7



§4. Trzy tamigtowki 39

(c) kazdy podgraf jest grafem regularnym stopnia 2; stad wyniknie, ze kazdy
kolor pojawi sie dokladnie dwa razy na $ciankach przedniej i tylnej (po jednym
razie na kazdej) i doktadnie dwa razy na $ciankach bocznych (po jednym razie na
kazdej).

Te podgrafy dla naszego konkretnego przykladu sa pokazane na rysunku 4.10,
a rozwiazanie zadania moze by¢ odczytane z tych podgraféw tak, jak na rysunku

4.11.
cC 3 N cC , N
sl
z 2 2 z * 2

strona
przod i tyt lewa i prawa
H, H,

Rysunek 4.10

kostkad —»

=)

N

[o]=z]
\n\ n z

kostka3 —9

kostka2 — |

kostka 1| — |

strona lewa przod strona prawa tyl
Rysunek 4.11
Cwiczenia do §4
4.1" ZnajdZ inne rozwiazanie zadania o o$miu kétkach.

4.2" Pokaz, ze istnieje taka grupa pieciu oséb, w ktérej nie ma ani trzech oséb znajacych
sie nawzajem, ani trzech osob takich, ze zadna z nich nie zna dwéch pozostalych.

4.3" Znajdz rozwiazanie zadania o czterech kostkach dla zestawu kostek pokazanego na
rysunku 4.12.

[2] [z ] (2] E3
clz]n]Jc] [c]z]|n]z] [c]z]|c][n][c]z]c]Z]
2] c 2] [x]
kostka 1 kostka 2 kostka 3 kostka 4

Rysunek 4.12
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4.4 Pokaz, ze zadanie o czterech kostkach dla zestawu kostek pokazanego na rysunku

4.13 nie ma rozwiazania.

[z N (2] [N]
[z]z]c]N] [z]c][c]2] [c]z]z]n] [z]n]z]C]

| C | || 12 ] [N

kostka 1 kostka 2 Kostka 3 kostka 4

Rysunek 4.13

4.5" Udowodnij, ze podane w tekscie rozwiazanie zadania o czterech kostkach jest je-
dynym rozwiagzaniem dla tego zestawu kostek.



Rozdziat
Drogi i cykle

... Tak wiele drog sie wije,
choé swiat jedynie oczekuje,
by mitym byé.

ELLA WHEELER WILCOX

Teraz, gdy znamy wiele przykladéw graféw, mozemy przyjrzeé¢ sie ich wlasno-
Sciom. Na poczatek potrzebujemy pewnych pojeé opisujacych sposoby ., przecho-
dzenia z jednego wierzchotka do innego”. Definicje tych pojeé¢ poznamy w para-
grafie 5 i tam tez udowodnimy pewne fakty dotyczace spéjnosci. W paragrafach 6
i 7 zajmiemy sie dwoma szczegélnymi typami graféow — grafami majacymi $ciezki
zawierajace wszystkie krawedzie oraz grafami majacymi cykle przechodzace przez
wszystkie wierzcholki. Ostatni w tym rozdziale paragraf 8 jest poSwiecony pew-
nym zastosowaniom drég i cykli.

I speojnosé

Trasg (lub marszruta) w danym grafie G nazywamy skoriczony ciag krawedzi
postaci vovy,v1v2,. .., Un—1Vm, Zapisywany rowniez w postaci vg — v; — vy —

. — Um, W ktorym kazde dwie kolejne krawedzie sa albo sasiednie, albo iden-
tyczne. Taka trasa wyznacza ciag wierzchotkéw vg,vq,...,v,n. Wierzcholek vg
nazywamy wierzchotkiem poczatkowym, a wierzcholek v,, wierzcholtkiem
konicowym trasy; mowimy tez wtedy o trasie od wierzchotka v, do wierz-
chotka v,,. Liczbe krawedzi na trasie nazywamy dlugoscig trasy; na przyklad
ciagv - w —x — y — 2 — 2z — y — w na rysunku 5.1 jest trasa dlugosci 7 od
wierzchotka v do wierzchotka w.

¥

Rysunek 5.1
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Pojecie trasy jest na ogot zbyt ogdlne jak na nasze potrzeby, wprowadzimy
wiec pewne ograniczenia. Trase, w ktorej wszystkie krawedzie sa rézne, nazy-
wamy Sciezka. Jesli ponadto wierzchotki vg,vy,.... U Sa rozne (z wyjatkiem,
by¢ moze, réwnosci vg = v, ), to $ciezke nazwiemy droga. Droga lub éciezka jest
zamknieta, jesli vg = v,,, a Sciezke zamknieta zawierajaca co najmniej jedna
krawedz nazywamy cyklem. Zauwazmy, ze kazda petla lub para krawedzi wielo-
krotnych jest cyklem.

Aby wyjasni¢ te pojecia, przyjrzyjmy si¢ rysunkowi 5.1. Zobaczymy, ze trasa
v—w—T—Yy— 2z — 2z — ¢ jest Sciezky, trasa v — w — ¢ — y — z droga,
trasa v - w — & — y — z — T — v §ciezka zamknieta, a trasa v — w — = —
y — v cyklem. Cykl diugosci 3, taki jak v — w — = — v, nazywamy tréjkatem.

Zauwazmy, ze graf jest spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda para wierz-
choltkéw jest polaczona droga (por. rys. 5.2).

/1 V.

spojny niespojny

Rysunek 5.2

Zauwazmy tez, ze G jest grafem dwudzielnym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
cykl w G ma dlugoé¢ parzysta. Udowodnimy teraz polowe tego twierdzenia, po-
zostawiajac druga polowe Czytelnikowi (zob. ¢wiczenie 5.3).

TWIERDZENIE 5.1. Jesli G jest grafem dwudzielnym, to kazdy cykl w G ma
dtugosé parzystq.

Dowdd. Poniewaz graf G jest dwudzielny, wiec mozemy podzieli¢ jego zbiér
wierzchotkéow na dwa zbiory roztaczne A i B w taki sposéb, by kazda krawedz
grafu G laczyla wierzcholek ze zbioru A z wierzcholkiem ze zbioru B. Niech
vg — V3 — ... — Uy, — vp bedzie cyklem w grafie G i zal6zmy (bez straty
ogélnosci), ze wierzcholek vy nalezy do zbioru A. Wtedy wierzcholek v, nalezy
do zbioru B, v, nalezy do A i tak dalej. Poniewaz wierzcholek v,, musi nalezec
do zbioru B, cykl ma dhugos$¢ parzysta. n

Zbadamy teraz, jakie moga by¢ ograniczenia liczby krawedzi spdjnego grafu
prostego majacego n krawedzi. Taki graf ma najmniej krawedzi wtedy, gdy nie ma
cykli, a najwiecej wtedy, gdy jest grafem pelnym. Stad wynika, ze liczba krawedzi
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musi by¢ zawarta miedzy n — 1 a n(n — 1)/2. Co wiecej, udowodnimy twierdzenie
silniejsze, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest to ograniczenie.

TWIERDZENIE 5.2. Niech G bedzie grafem prostym majacym n wierzchotkow.
Jesli graf G ma k sktadowych, to liczba m jego krawedzi spetnia nierownosci

n—k<m<(n—-k)(n—k+1)/2.

Dowdd. Udowodnimy prawdziwo$¢ dolnego ograniczenia m > n — k przez
indukcje wzgledem liczby krawedzi grafu G. Dla grafu pustego ta nieréwnosé
jest trywialna. Jesli graf G ma najmniejsza mozliwa liczbe krawedzi (powiedzmy
mg), to usuniecie ktorejkolwiek krawedzi powoduje zwiekszenie liczby skladowych
o 1 i powstaly w ten sposéb graf ma n wierzchotkéw, k + 1 skladowych oraz
mg — 1 krawedzi. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze mg — 1 > n— (k+ 1), skad
otrzymujemy mg > n — k, czego nalezalo dowiesc.

Aby dowies¢ ograniczenia gérnego, mozemy zalozy¢, ze kazda skladowa grafu
G jest grafem pelnym. Przypu$émy zatem, ze istnieja dwie skladowe C; oraz
C; majace odpowiednio n; i n; wierzchotkéw, przy czym n; > n; > 1. Jesk
zastapimy skladowe C; oraz C; grafami pelnymi majacymi odpowiednio n; + 1
i nj — 1 wierzcholkéw, to catkowita liczba wierzcholkéw nie zmieni sig, a liczba
krawedzi zmieni sie o wielkos¢

((ni + 1)ni — ni(ni — 1)) /2 = (nj(n; — 1) — (n; — 1)(n; — 2))/2 =n; —n; +1,

ktora jest liczba dodatnia. Wynika stad, ze aby graf G mial maksymalna liczbe
krawedzi, musi skladac sie z grafu pelnego majacego n — k + 1 wierzchotkéw i z
k — 1 wierzchotkéw izolowanych. Stad wynika teza twierdzenia. w

WNIOSEK 5.3. Kazdy graf prosty, ktory ma n wierzchotkéw 1 wiecej niz
(n —1)(n — 2)/2 krawedzi, jest spojny.

Inne podejécie do badania graféw spéjnych polega na zadaniu pytania ., jak
bardzo spdjny jest graf spdjny?” Jednym z mozliwych sposobdéw rozumienia tego
pytania jest zapytanie o to, ile krawedzi lub wierzcholkéw nalezy usunaé z grafu,
by stal sie on niespéjny. Zakonczymy ten paragraf paroma definicjami pojec¢ uzy-
tecznych w badaniu takich zagadnien.

Zbiorem rozspajajacym grafu spéjnego G nazywamy zbiér krawedzi, kté-
rych usuniecie spowoduje, ze graf G przestanie by¢ spéjny. Na przyktad w grafie
pokazanym na rysunku 5.3 oba zbiory {e;,e2,e5} i {es,eq,€7,e5} sa zbiorami
rozspajajacymi; graf niespGjny, powstaly po usunieciu drugiego z tych zbioréw,
jest pokazany na rysunku 5.4.

Definiujemy nastepnie rozcigcie jako zbidr rozspajajacy, ktérego zaden pod-
zbiér wlasciwy nie jest juz zbiorem rozspajajacym. W powyzszym przykladzie
tylko drugi ze zbioréw rozspajajacych jest rozcigciem. Zauwazmy, ze usuniecie
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Rysunek 5.3 Rysunek 5.4

krawedzi nalezacych do pewnego rozciecia zawsze powoduje powstanie grafu ma-
jacego dokladnie dwie sktadowe. Jesli rozciecie sktada sie z jednej krawedzi e, to
te krawedz nazywamy mostem (patrz rys. 5.5).

Rysunek 5.5

Definicje tych poje¢ mozna latwo rozszerzy¢ na grafy niespdjne. Jesli G jest
takim grafem, to zbiorem rozspajajacym grafu G nazywamy zbiér krawedzi,
ktérych usuniecie zwieksza liczbe sktadowych grafu G, a rozcigciem grafu G
nazywamy zbior rozspajajacy, ktérego zaden podzbiér wladciwy nie jest zbiorem
rozspajajacym.

Jesli graf G jest spGjny, to jego spéjnoécia krawedziowag A\(G) nazywamy
liczbe krawedzi nalezacych do najmniej licznego rozciecia grafu G. Zatem A(G)
jest najmniejsza liczba krawedzi, ktére nalezy usuna¢, by graf przestal byé
spéjny. Na przyklad, jedli graf G jest grafem pokazanym na rysunku 5.3, to
A(G) = 2 i odpowiednim rozcieciem jest zbidr {e;,e2}. Méwimy tez, ze graf G
jest k-spéjny krawedziowo, jesli A(G) > k. Zatem graf przedstawiony na ry-
sunku 5.3 jest 1-spdjny krawedziowo i 2-spdjny krawedziowo, ale nie jest 3-spéjny
krawedziowo.

Potrzebujemy réwniez analogicznych pojeé¢ dotyczacych usuwania wierzchol-
kéw. Zbiorem rozdzielajacym grafu spéjnego G nazywamy zbiér wierzchotkéw,
ktérych usuniecie powoduje, ze ten graf przestaje by¢ spéjny; przypomnijmy,
ze jesli usuwamy wierzcholek, to usuwamy réwniez wszystkie krawedzie z nim
incydentne. Na przyklad w grafie G pokazanym na rysunku 5.3 zbiory {w,z}
i {w,z,y} sa zbiorami rozdzielajacymi: graf powstaly z grafu G po usunieciu
wierzchotkéw nalezacych do pierwszego z tych zbioréw jest pokazany na rysunku
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5.6. Jesli zbidr rozdzielajacy sklada sie z jednego tylko wierzchotka v, to ten wierz-
chotek nazywamy wierzcholkiem rozcinajacym (patrz rys. 5.7). Podobnie jak
wyzej, przenosimy te definicje na przypadek graféw niespéjnych.

y

\ v
[ ]
v z

Rysunek 5.6 Rysunek 5.7

Jesli graf G jest spojny i nie jest grafem pelnym, to jego spojnoscia (wierz-
chotkowa) x(G) nazywamy liczbe elementéw najmniej licznego zbioru rozdziela-
jacego. Zatem k(G) jest najmniejsza liczba wierzchotkéw, ktére nalezy usunaé, by
graf powstaly w ten sposéb z grafu G nie byt spojny. Na przyklad, jesli graf G jest
grafem pokazanym na rysunku 5.3, to £(G) = 2 i odpowiednim zbiorem rozdziela-
jacym jest zbior {w, z}. Méwimy réwniez, ze graf G jest k-spéjny, jesli x(G) > k.
Zatem graf z rysunku 5.3 jest 1-spdjny i jest 2-spdjny, ale nie jest 3-spéjny. Mozna
udowodnié, ze jesli G jest dowolnym grafem spéjnym, to k(G) < A(G).

Na koniec zauwazmy, ze istnieja uderzajace i nieoczekiwane podobienstwa
miedzy wlasnosciami cykli i rozciec. Przyktady tych podobienstw mozna zaobser-
wowa¢ w ¢wiczeniach 5.11, 5.12, 5.13, 6.8 i 9.10. Przyczyny takiego stanu rzeczy
ujawnimy w rozdziale 9 i wszystko wtedy stanie sie jasne!

Cwiczenia do §5

5.1" Znajdz w grafie Petersena
(a) Sciezke dlugosci 5,
(b) droge dlugoséci 9,
(c) cykle diugosci 5, 6, 8 1 9,
(d) rozciecia skladajace sie z 3, 4 i 5 krawedzi.

5.2" Obwodem grafu nazywamy dlugosé¢ najkrétszego cyklu w tym grafie. Wyznacz
obwdd grafu
(a) Ko,
(b) K5,7,
(c) Cs,
(d) Ws,
(e) @s,
(f) Petersena,
(g) dwunastoscianu.
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3. Drogi i cykle

Udowodnij twierdzenie odwrotne do twierdzenia 5.1, ktére mowi, ze jesli kazdy
cykl w grafie G ma diugosé¢ parzysta, to ten graf jest grafem dwudzielnym.

Udowodnij, ze graf prosty i jego dopelnienie nie moga jednoczesnie by¢ niespdjne.

Wyznacz liczby k(G) i A(G) dla nastepujacych graféw G:
(a) Cs,

(b) We,

(c) Kaz,

(d) Qs.

(a) Wykaz, ze jesli graf G jest spéjny i minimalny stopien wierzchotka wynosi k,
to AM(G) < k.

(b) Narysuj graf G, w ktérym minimalny stopieni wierzchotka wynosi k i taki, ze
k(G) < A(G) < k.

(a) Udowodnij, ze graf jest 2-spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda para wierz-
chotkéw znajduje sie w tym samym cyklu.
(b) Sformutuj podobne twierdzenie dla graféw 2-spéjnych krawedziowo.

Niech G bedzie grafem spéjnym, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest {vy,va,...,

vn}, i majacym m krawedzi i t tréjkatéw.

(a) Udowodnij, ze jesli A jest macierza sasiedztwa grafu G, to liczba tras dlugoéci
2 z wierzcholka v; do wierzcholtka v; jest réwna wyrazowi o indeksach i,j
macierzy A%

(b) Wyprowadz stad wniosek, ze suma wyrazéw stojacych na przekatnej macierzy
A? wynosi 2m.

(c) Wyznacz liczbe tras dlugoéci 3 prowadzacych z wierzchotka v; do wierzchotka
v; i wywnioskuj z niej, Zze suma wyrazéw stojacych na przekatnej macierzy
A? jest réwna 6t.

Odlegloscig d(v, w) wierzchotka v od wierzchotka w w grafie spéjnym nazywamy

diugoséé¢ najkrétszej drogi prowadzacej z v do w.

(a) Wykaz, ze jesli d(v, w) > 2, to istnieje wierzcholek z taki, ze d(v, 2)+d(z,w) =
d(v,w).

(b) Wykaz, ze w grafie Petersena d(v,w) = 1 lub d(v,w) = 2 dla dowolnej pary
réznych wierzchotkéw v i w.

Niech G bedzie grafem prostym, ktéry ma 2k wierzchotkéw i nie zawiera tréj-
katéow. Wykaz za pomoca indukcji wzgledem k, ze graf G ma co najwyzej k?
krawedzi i podaj przyklad grafu, dla ktérego to ograniczenie gérne jest przyjmo-
wane. (To twierdzenie jest nazywane twierdzeniem ekstremalnym Turdna.)
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5.11% (a) Udowodnij, ze jesli dwa rézne cykle w grafie G zawieraja t¢ sama krawedz e,
to w grafie G istnieje cykl nie zawierajacy e.
(b) Udowodnij podobne twierdzenie dla rozcigé zamiast cykli.

5.12% (a) Udowodnij, ze jesli C' jest cyklem i C” rozcigciem w grafie spéjnym G, to C
i C* maja parzysta liczbe wspdlnych krawedzi.
(b) Udowodnij, ze jesli pewien zbiér S krawedzi grafu G ma parzysta liczbg wspoél-
nych krawedzi z kazdym rozcigciem grafu G, to zbiér S moze by¢ podzielony
na cykle o rozlacznych zbiorach krawedzi.

5.13" Podzbiér E zbioru krawedzi grafu G nazywamy zbiorem niezaleznym, jesli E

nie zawiera zadnego cyklu. Udowodnij, ze:

(a) kazdy podzbiér zbioru niezaleznego jest zbiorem niezaleznym;

(b) jesli I i J sa niezaleznymi zbiorami krawedzi oraz |I| > |J|, to istnieje krawedz
e nalezaca do zbioru J i nie nalezaca do zbioru I taka, ze zbiér I U {e} jest
niezalezny.

Wykaz, ze twierdzenia (a) i (b) sa prawdziwe réwniez wtedy, gdy zastapimy stowo

.cykl” stowem ,rozciecie”.

L[] Grafy eulerowskie

Graf spéjny G nazywamy grafem eulerowskim, jesli istnieje zamknieta Sciezka
zawierajaca kazda krawedz G. Taka $ciezke nazywamy cyklem Eulera'. Za-
uwazmy, ze ta definicja wymaga, by cykl Eulera przechodzil przez kazda krawedz
dokladnie jeden raz. Graf, ktéry nie jest grafem eulerowskim, nazwiemy grafem
péteulerowskim, jedli istnieje Sciezka zawierajaca kazda krawedz grafu G. Na ry-
sunkach 6.1, 6.2 i 6.3 widzimy przyklady graféw: eulerowskiego, poteulerowskiego
oraz grafu, ktéry nie jest grafem eulerowskim.

Rysunek 6.1 Rysunek 6.2 Rysunek 6.3

1 Jest to pewna niekonsekwencja: od cyklu zadaliémy, by byl droga, tzn. by nie przechodzil
przez zaden wierzcholek wiecej niz jeden raz, co nie musi mie¢ miejsca w przypadku cykli Eulera.
Jednak ta nazwa jest tak czesto uzywana, ze nalezalo uczyni¢ ten wyjatek. (przyp. tlum.)
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Zadania dotyczace graféw eulerowskich czesto wystepuja w ksiazkach z roz-
rywkami matematycznymi. Takie zadanie moze polega¢ na tym, by narysowaé
dang figure bez odrywania otéwka od papieru i bez rysowania tej samej linii wiele
razy. Nazwa ,eulerowski” wywodzi sie stad, ze Euler byl pierwszym czlowiekiem,
ktéry rozwiazal stynny problem mostéw krélewieckich. Pytanie brzmiato: czy
mozna przej$¢ doktadnie jeden raz przez kazdy z siedmiu mostéw pokazanych na
rysunku 6.4 i powrdéci¢ do punktu wyjscia. Jest ono réwnowazne z pytaniem o to,
czy graf pokazany na rysunku 6.5 ma cykl Eulera. Ttumaczenie oryginalnej pracy
Eulera i dyskusje réznych podobnych probleméw znajdzie Czytelnik w ksiazce
Biggsa, Lloyda i Wilsona [11].

& g™
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Rysunek 6.4 Rysunek 6.5

Cc

Pytanie, ktére nasuwa sie natychmiast, brzmi: ,czy mozliwe jest znalezienie
warunku koniecznego i wystarczajacego na to, by dany graf byl eulerowski?”
Zanim odpowiemy na to pytanie w twierdzeniu 6.2, udowodnimy prosty lemat.

LEMAT 6.1. Jesli w grafie G kazdy wierzchotek ma stopien réwny co najmniej
2, to graf G zawiera cykl.

Dowad. Jesli graf G ma petle lub krawedzie wielokrotne, to lemat jest try-
wialny. Mozemy zatem zalozy¢, ze graf G jest grafem prostym. Niech v bedzie
dowolnym wierzchotkiem grafu G. Tworzymy trase v — vy — vy — ... przez
indukcje, wybierajac jako vy dowolny wierzchotek sasiadujacy. z wierzchotkiem v,
a nastepnie, dla kazdego i > 1 wybierajac jako wierzchotek v;,; dowolny wierz-
chotlek sasiadujacy z v;, rézny od v;_; istnienie takiego wierzchotka wynika z za-
lozenia o grafie G. Poniewaz graf G ma tylko skonczenie wiele wierzchotkéw,
wiec wreszcie musimy wybraé¢ wierzchotek wybrany juz wczesniej. Jesli vy jest
pierwszym takim wierzcholkiem, to cze$¢ trasy znajdujaca sie miedzy pierwszym
i drugim wystapieniem wierzchotka vy jest szukanym cyklem. ]

TwIERDZENIE 6.2. (Euler, 1736) Graf spajny G jest grafem eulerowskim wtedy
i tylko wtedy, gdy stopien kazdego wierzchotka grafu G jest liczba parzysta.
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Dowodd. = Przypuéémy, ze P jest cyklem Eulera w grafie G. Za kazdym
razem, gdy cykl P przechodzi przez wierzchotek, udzial krawedzi nalezacych do
tego cyklu w stopniu danego wierzchotka zwigksza si¢ o 2. Poniewaz kazda krawedz
wystepuje w P dokladnie jeden raz, wiec stopien kazdego wierzchotka musi by¢
liczba parzysta.

<= Prowadzimy dowdd przez indukcje wzgledem liczby krawedzi grafu G. Za-
l6zmy, ze stopien kazdego wierzchotka jest liczba parzysta. Poniewaz graf G jest
spojny, wiec kazdy wierzchotek ma stopien réwny co najmniej 2, a zatem z lematu
6.1 wynika, ze graf G ma cykl C. Jesli cykl C zawiera kazda krawedz grafu G,
to twierdzenie jest udowodnione. W przeciwnym razie usuwamy z grafu G kra-
wedzie nalezace do C, tworzac w ten sposéb nowy graf H, by¢ moze niespéjny,
ktéry ma mniej krawedzi niz graf G i w ktérym stopien kazdego wierzchotka
jest nadal liczba parzysta. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze kazda skladowa
grafu H ma cykl Eulera. Poniewaz na mocy spdjnosci kazda skladowa grafu H
ma co najmniej jeden wspolny wierzchotek z C, wiec szukany cykl Eulera w G
otrzymujemy przechodzac krawedzie C' dotad, az napotkamy nieizolowany wierz-
chotek grafu H, przechodzac nastepnie przez cykl Eulera w tej sktadowej H, ktdra
zawiera napotkany wierzcholek, potem podazajac znéw wzdtuz cyklu C az do na-
potkania nastepnej sktadowej grafu H i tak dalej. To postepowanie zakonczy sie,
gdy powrécimy do wierzcholka wyjsciowego (patrz rys. 6.6). [

Ten dowdd mozna tatwo zmodyfikowaé tak, by udowodnié nastepujace dwa
twierdzenia. Szczegély dowoddéw pominiemy.

Rysunek 6.6

WNIOSEK 6.3. Graf spajny jest grafem eulerowskim wtedy i tylko witedy, gdy
jego zbior krawedzi mozna podzieli¢ na roztaczne cykle.

WNIOSEK 6.4. Graf spojny jest grafem poteulerowskim wtedy i tylko wtedy,
gdy ma doktadnie dwa wierzchotki nieparzystych stopni.

Zauwazmy, ze w grafie péleulerowskim kazda Sciezka Eulera musi zaczynac
sie w jednym wierzchotku nieparzystego stopnia i konczy¢ w drugim takim wierz-
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chotku. Zauwazmy réwniez, ze z lematu o usciskach dloni wynika, iz zaden graf
nie moze mie¢ dokladnie jednego wierzcholka nieparzystego stopnia.

Zakonczymy nasze rozwazania dotyczace graféw eulerowskich podaniem al-
gorytmu stuzacego do konstrukeji cyklu Eulera w danym grafie eulerowskim. Ten
algorytm jest znany pod nazwa algorytmu Fleury’ego.

TWIERDZENIE 6.5. Niech G bedzie grafem eulerowskim. Wtedy nastepujgca
konstrukcja jest wykonalna i daje w wyniku cykl Eulera w grafie G.

Zacznij cykl w dowolnym wierzchotku u i przechod? krawedzie w dowolnej
kolejnosci, dbajac jedynie o zachowanie nastepujgcych zasad:

(1) usuwaj z grafu przechodzone krawedzie i wierzchotki izolowane powstajgce
w wyniku usuwania tych krawedzi;

(2) w kazdym momencie przechodz przez most tylko wtedy, gdy nie masz innej
mozliwosci.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze ta konstrukcja moze by¢ wykonana w kazdym
momencie. Przypuéémy, ze dotarliémy wlasnie do wierzchotka v. Jedli v # u, to
podgraf H, ktéry pozostal po usunieciu przebytych krawedzi, jest spdjny i zawiera
tylko dwa wierzcholki nieparzystych stopni, u i v. Aby pokazaé, ze nastepny krok
konstrukcji moze byé wykonany, musimy dowiesé, ze usuniecie nastepnej krawe-
dzi nie rozspdjni grafu H lub réwnowaznie, ze wierzcholek v jest incydentny z co
najwyzej jednym mostem. Ale gdyby tak nie bylo, to istnialby most vw taki,
ze skladowa K grafu H — vw zawierajaca wierzcholek w nie zawieralaby wierz-
chotka u (patrz rys. 6.7). Poniewaz stopien wierzchotka w jest liczba nieparzysta
w skladowej K, stopienn pewnego innego wierzchotka w tej skladowej tez musi
by¢ liczba nieparzysta, co prowadzi do sprzecznoéci. Jesli natomiast v = u, to do-
wod jest w zasadzie taki sam, chyba ze nie ma juz wiecej krawedzi incydentnych
z wierzcholkiem u.

Rysunek 6.7
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Nalezy jeszcze pokazaé, ze ta konstrukcja zawsze daje w wyniku cykl Eu-
lera. Ale jest to oczywiste, bowiem nie moga w grafie G pozosta¢ krawedzie nie
przebyte, gdy zostala usunieta ostatnia krawedZ incydentna z wierzchotkiem u:
gdyby tak sie stalo, to usuniecie pewnej weczesniejszej krawedzi incydentnej z kto-
ra$ z pozostalych krawedzi rozspéjnitoby graf, co jednak przeczy zasadzie (2). =

Cwiczenia do §6

6.1" Ktore z nastepujacych graféw sa eulerowskie? Ktdre sa poteulerowskie?
(a) Graf pelny Ks.
(b) Graf pelny dwudzielny Ko 3.
(c) Graf szescianu.
(d) Graf o$mioscianu.
(e) Graf Petersena.
6.2" ZnajdZ wszystkie grafy eulerowskie i poleulerowskie w tabeli na rysunku 2.9.
6.3 (a) Dla jakich wartosci n graf K, jest eulerowski?
(b) Ktére grafy pelne dwudzielne sa eulerowskie?
(c) Ktore grafy platonskie sa eulerowskie?
(d) Dla jakich wartosci n koto Wy, jest grafem eulerowskim?
(e) Dla jakich wartosci k grafem eulerowskim jest k-kostka Q7

6.4" Niech G bedzie grafem spéjnym majacym k wierzchotkéw nieparzystych stopni
(gdzie k > 0).
(a) Wykaz, ze minimalna liczba $ciezek takich, ze kazda krawedz nalezy do do-
kladnie jednej $ciezki, wynosi k/2.
(b) lloma ciaglymi pociagnieciami oléwka mozna narysowac figure pokazana na
rysunku 6.8 tak, by nie rysowaé zadnej linii dwukrotnie?

Rysunek 6.8

6.5" Uzyj algorytmu Fleury’'ego do konstrukcji cyklu Eulera w grafie pokazanym na
rysunku 6.9.



Rysunek 7.1 Rysunek 7.2 Rysunek 7.3

Nazwa ,cykl Hamiltona” wziela sie stad, ze Sir Willian Hamilton badat ist-
nienie takich cykli w grafie dwunastos$cianu, chociaz problemem ogélniejszym zaj-
mowal sie wczeéniej ks. T. P. Kirkman. Cykl taki jest pokazany na rysunku 7.4,
na ktérym liniami ciaglymi zaznaczone sa krawedzie nalezace do cyklu.

Rysunek 7.4

W twierdzeniu 6.2 i wniosku 6.3 otrzymaliémy warunki konieczne i wystar-
czajace na to, by graf spéjny byt eulerowski, i mozemy mie¢ nadzieje na uzyskanie
podobnych charakteryzacji dla graféw hamiltonowskich. Okazuje sie, ze znalezie-



